Siegerist/Wirth: Vektorgeometrie: Ubungen zum ganzen Stoff (Seite 43 und folgende)

Aufgabe 21

X 14 -2
a) Gleichung der Geraden AB: [y |=| O|+t-| 2
z 8 1

P(14—2t|2t|8+t) sind die Koordinaten der Ecke P.

Der Quader hat die Kantenlangen 14 -2t, 2t und 8+t
V = 2t (14 - 2t)(8 + 2t) = — 41> — 4t? + 224t
Extremwert fir: V' =-12t> -8t+224=0 = x,=4, t,=-12

Fur t = 4 erhalten wir den Punkt P(6|8|12) , der auf der Strecke AB liegt: V =576

Es handelt sich tatsachlich um ein Maximum:

vorher: V'(3) >0 die Kurve steigt.
nachher: V'(6) <0 die Kurve fallt.

b)  Fir t, erhalten wir den Punkt P’(?|—2—38|%)

Das dazugehdrende Volumen ist aber ein relatives Minimum:
vorher: V'(-5) <0 die Kurve fallt.
nachher: V'(-4)>0 die Kurve steigt.
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Aufgabe 22

Ecke C(7-t[1j1+1)

. -1\ _ 5-t
Vektoren der Seiten a und b: BA = [—1], BC = [ —1]

. -1l+t)+1 -t
Die Flache wird mit dem Vektorprodukt berechnet: BAxBC=|{G-t)+Q+t)|=| 6
1+6-1) 6-t

Daraus ergibt sich fur das Quadrat der Flache:

F2=1t2+36+((6-1)2 =2t2-12t+72

Extremwert fir:
F? =4t-12=0 = t=3undC(4[1]4)
Es handelt sich tatsachlich um ein Minimum:

vorher: F2’(@ <0 die Kurve fallt.
nachher: F?'(4)>0 die Kurve steigt.
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Aufgabe 23

A(—5|3|— 6) und X(—5+2t|3— t|—6+2t) sind Punkte der Geraden.

_. (10 2
a) Die Vektoren AP = [ 1] und der Richtungsvektor \72{—1} der Geraden g bilden ein
4 2

Parallelogramm mit der Grundlinie |[V]| =+v4+1+4 =3.

Dessen Flache berechnet sich aus dem Vektorprodukt

10 2 6 1
1 -1{=|-12|=6-|-2 = Flache: F=6-3=18
4 2 -12 -2

Die Hohe dieses Parallelogramms entspricht dem Abstand d = % =6

b) PX soll senkrecht auf g stehen:

. [—10+2t] [2]
PX-.V = -1-t|-|-1|=2C-10+2)-(-1-t)+2(-4+2t)=0 = t=3

-4+ 2t 2
. (-4
Der Abstand d ergibt sich aus dem Betrag von PX =| -4 => d=+v16+16+4 =6
2

c) Die Vektoren AP, AX und PX bilden ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse AP .

(10 L,
AP=| 1| = AP =100+1+16=117
4

(2t L
AX=|-t| = AX =412 +1t? + 4t = ot?

. (-10+2t .,
PX = -1-t| = PX = (-10+2t)?>+(-1-1)? +(-4+21)?

=4t? — 40t + 100
t?+ 2t+ 1
4t°> - 16t + 16
=9Ot? — —16t + 117

Der Satz des Pythagoras ergibt die Gleichung:
117 = 9t? + 9t —-54t+117 = 18t>-54t=18t(t-3)=0

t1=3, t2=0 = furt, =3: ‘P—X‘=d=6
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d) Normalebene zu g durch P: 2x-y+2z=2

Schnitt mit der Geraden g:
2@t-5-@B-)+2@2t-6)-2=0 = t=3

2

. 4
Der Schnittpunkt ist X (1/0/0) = PX =[ 4J mit der Lange v16+16+4 =6

_. (2t-10
e) Es sei d die Lange von PX=| -1-t
2t-4

d? = ‘ PX ‘ =9t?2 54t +117 (siehe Aufgabe c)

d? =18t-54=0 = t=3 = d=6 (siehe Aufgabe d)

vorher: d*'(2 <0 die Kurve fallt

nachher: d?'(4)>0 die Kurve steigt - es ist ein Minimum

sw_21-25b

Seite 4 von 8



Aufgabe 24

a) Peg: P(=2+3t[7-2t6)

5-3s-3t
-5+5s

Qeh: Q(3-3s[10+4s|l+s) = PQ= [5+4s+2t
If) muss senkrecht auf der Geraden h stehen:

5-3s-3t) (-3
3+4s+2t|-| 4(=-36B-3s-3)+4([B+4s+2t)+(-5+59)

-5+s 1
__8+26s+17t=0 = s=°_ 1
26
5 _ 3 . 8-17t _ 3t 130 3

56 -3(8-17t)- 78t 106 — 27t
PQ=|3+4-2+2t|=x%.| 78+4(8-17t)+52t|==-| 110-16t
54+ &t —130+4(8-17t) —122-17t

(106 — 27t)2 = 11236 — 5724t + 729t2

igg - ig: (110 — 16t)? = 12100 — 3520t + 25612

12217t (-122 - 17t)2 = 14884 + 4148t + 289t2

38220 - 5096t + 1274t?

—2 38220 -5096t +1274t? _1470-196t + 49t

PO° = d= = 1470 - 196t + 49t2

262 26 - \26

b) Wir bilden die Ableitung des Quadrates von d:

d2’=%(98t—196)=o = t=2 = d=/%=\/49=7

vorher: d>’ (1) <0 die Kurve fallt
nachher: d?'(3)>0 die Kurve steigt - es ist ein Minimum
P(4/3(6)

1
c) d=-=—11470-196t+49t2 =7 (Fur t=2)
J26
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. . 8-17t — 2
d) Esist: P(4/3|6) und - mits = 6 - -13 -Q(6l6/0) = PQ=| 3
-6
2 3
Winkel mit g: 3|:-/|-2|=6-6+0=0 rechtwinklig
-6 0
2) (-3
Winkel mit h: 3| 4|=-6+12-6=0 rechtwinklig
-6 1
e) Die Ebenen werden durch die Richtungsvektoren der beiden Ebenen bestimmt.

- 3 -3 -2
n=|-2|x| 4|=|-3
0 1 6

Einsetzen von (—2|7|6) ergibt die eine Parallelebene:

2X+3y -6z =-19

Einsetzen von (3|10|1) ergibt die andere Parallelebene: 2x+3y-6z= 30

Der Abstand der windschiefen Geraden ist gleich dem Abstand der beiden Parallelebenen
und liesse sich beispielsweise aus dem Abstand des Punktes (3|10|1) von der Ebene
2x+ 3y - 6z = -19 berechnen:

2:3+3:10-6-1+19 _ 49 _

J4+9+36 7

HNF: 7

Beachten Sie auch die Moéglichkeit, den Abstand mit Hilfe des Spatprodukts zu berechen:

3 -3 -2
Grundflache: aus n=|-2|x| 4|=|-3| ergibtsich. G=v4+9+36=7
0 1 6
-2\ (-5
Das Spatvolumenist: V=|-3|-[-3[=10+9+30=49
6 5

-5 -2 3
(Dabei ist: [— 3] = { 7J - [10
5 6

1

ein Verbindungsvektor der Geraden.)

Es ergibt sich fur d als Ho6he des Spats: d= é = 479 =7
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Aufgabe 25

Vorbemerkung: Alle Ergebnisse in dieser Aufgabe sind gerundet. Wenn Sie auf die gleichen
Schlussresultate kommen wollen, miussen Sie uUberall mit den gespeicherten
genaueren Zahlen rechnen. Ein Excelblatt ist nttzlich!

a) Entspricht dem Abstand des Punktes A; vom Ursprung:

d=+a,°>+a,% +a,2 =18.558km

b)  Winkel zwischen der Geraden und der xy-Ebene:

Vi 0 . V3
vz |-|0|=vs=YVi2+Vv22 + Vo2 .1.cosy = y=arcsin =3.18°
va) \1 JV12 + V22 + V22

c) Schnitt der Geraden mit der xy-Ebene:

z=az+t-vz=0 = t=-3 -1 n_ amin
vy 15
Landepunkt: (al - a\?;vl az — asvz O) = (1/2/0)
3

_ 2 2 _ km
d) V =4V 2 +V,% =270 o

\"
a

e) Bremszeit: t= =27O"Tm:1.875 =751 :1.875 ”;2 = 40sec

sec? sec se

Bremsweg: s=Zat®=1500m
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) Es muss der kleinste Abstand der beiden windschiefen Geraden zur kritischen Zeit t
berechnet werden:

(—w)
Die Geschwindigkeit des Sportflugzeuges teilt sich auf in die Komponenten L—WJ
0
. > > 5 215
Dabei ist w* +w* =215 = Ww= T ~ 152 km/h
2

F. (3, + Vat|a, + vot|as) = (-13.4 + 216t[12.8 - 162t[1 - 15t)
F, (b, — wt|b, —wt|bs) = (2.5 -152t[12.4 - 152t/0.4)

. C1 + dit ci=ai—-b: di=vi+w
FoFi = c2+dot| mit: c2=a2-b2 und dz2 =v2+w
Ccs + dat Ci1 =as —bs di=v3z-0

Das Quadrat der Entfernung ist nun: d? = (¢, +d;t)% + (C, + d,t)? + (C5 + dgt)?
Ich leite hier unter Benltzung der Kettenregel ab:

d?’ = 2d; (c1 + dit) + 2d2 (c2 + d2t) + 2d3 (€3 + dst) = O | =2

c1d; + C2d2 + c3ds + (d1? + d2? +d3?)-t=0
_ c1d1 + c2d2 + czds

~ 0.0432h
dl2 + d22 + d32

t=

Einsetzen ergibt:

0.003

F1 (- 4.070/5.802(0.352) S B
F2 (- 4.067|5.833|0.4) = FiF2 = [8-82%] = d=57m

g) Gemeint ist damit der Abstand des Ursprungs von der Fluglinie des Sportflugzeuges:

Normalebene zur Flugbahn durch den Ursprung: x+y =0

_ by +Db,
2W

Schnitt mit der Flugbahn: (b; -wt)+(b,-wt)=0 = t ~ 0.049

Daraus berechnet man den Schnittpunkt S(b, —wt|b2 —wt|b3) = (—4.95|4.95|0.4)

Der Abstand des Punktes ist dann 7.012 km
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